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AFROND INGSFOUTEN

Door A. van Wijngaarden.

Dit rapnort bevat ecn kort overzicht van
het resultaat van onderzoekingen van W, L.
Scheen en &. van Wijngaarden over enkele
fundamentele kwesties met betrekking tot
afrondingsfoutens Ben uitvoerig rapport
zal binnenkcrt worden gepubliceerd. Wi
danken cnze ccllega's van het tlathematisch
Centrum voor hun medeWﬂrﬁlﬂg Oop verschil-
lende oeia¢ibuntena



1. Definities en nomenclatuur.

Ons gemakshalve beperkende tot de voorstelling van een ge-
tal in het decimale stelsel, definieren wij de op n decimalen
afgeronde waarde A .f van een getal £ als dat gehele getal maal
1070, W%LM”VQQT‘ g:rcr«l% -5 X l(}m“mlm f-ATCD X 1077 L, 1n het
geval, dat 10 Yt 0 5 {meod 1), geldt de aanvullende definitie y
dat A i dat even ge h e getal maal 10 - is, waarvoor geldt

1 ...,
f - A f + 5 x 10 Neze definitis heaft het voordeel, dat
cotal naar boven of naar

L
%m
Yo 1

. pflmri de waarschijnliilktheid om zen
beneden af te ronden gelijk is, terwijl voorts de kans om door
twee maal in successie af te rondon «en ander resultaat te be-
reiken den deor irncens tot het uitelndelijke aantal decimalen
al te ronden sterk verminderd wordt. Door nog wat zorgvuldigenr
definitie van het afrondingswnrincipe is deze kans zelfs rng te
vorkicinen.

In het volgende zullen wii grote recksen getallen tot het-

zelfde aantal decimalen afgerond denken. Gemakshalve denken wif
19!
ze cerst met 10 vermenigvuldigd zodat de afgeronde waarde eoen

geheel getal is. Wij schrijven dan kortweg A voor de afrondings-
operator. De operator 1-A zullen wii & noemen. Voorts zullen
wi]j vaak de afgerconde waarde aangeven door een corresponderendw
hoofdletter te bezigen, dus Af = T en het resterende gedecslte
van T, dus « f, dat wij het breukdeel van f zullen noemen,
geven wij aan met een corresponderende Griekse letter, dus

o f =, Dus is:

f=Af +wf =T + 11, ¥
of F

0 {(mod 1)alsiwi<i.
0 (meod 2) 2ls |9 = F.

{

1

~Hen stelsel van N breukdelen (pk(k = 1,2,...) noemen wij nomo-

EARce 23
| ” ,f - S -
gecn als voor het aantal M(N) der x;?kg waarvoor - <P 1{"3 RN T

geldt lim M(W,5)/N=%2 + %

ﬁ&“
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Voorts noemen wij n opeenvolgende q‘l in dltqtul%el indien
deze limiet cok nog ge eldt voor het gevalwl])] de SR W”*],}w h;‘L;;w
~dragen tot M(N,f), slechts dan tellen als ~ < asfy 3¢ bss 5,

'(‘3 = 1,2...n-1), wa‘a.rln de 2 's en b;} 's wllla,keur:\.g gekozen
S Ziin.

Hm&wel onzge prmblﬁm@n eige 1ijk niets met statistiek e maken

hmbbam omdat een b@{f’l‘lp als waarschijnlijkheid van een bopasi=-

- de afmndlng zlnnf.,laos is (ze is immers vf:}lkmmen bepwld) RU“"I“ / o
‘ m—:-n wz.;} cmde:r bep:a.alde Dmstandlguhden met hc:—:'t oeg c»p onze



onkunde gecnecgen noemen met pseudostatistische uitspraken over
"waarschijnlijkheid wvan ecn fout". In het volgende zullen wij

daarom ook gemakshalve statistische terminologie gebruiken.

?e morate standaardvrassstuk.

s DO PVt SR Can SOl NI AU, SN -l - 2

£21] gegeven een grote verzameling getallen fk = F, + §yp 9 WaAr-
voor geldt, dat de ¢, homogeen verdecld is en voorts dat n op-
volgendo S cnathankelijk zijn. Z1i] gevrazagd te bepalen

¥
4

f = “’B,., A f'-:,.ga ( 2 . l)
k=1 &

waarin 4do ﬂ}’s gageven constanter zijn.
Als one allecn de afgeronde waarden Fk Ter besch kking staan

18 het beste war wilil kunnen docn t¢ vormen

-2
g = ~. L J _ ( 2o 2 )

Tussen beide antwoorden bestaat con discrepantie
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Wat is de wasrschijnlijkheidsdichtheid w(.:) van.

e waarschijnlijkheidsdichtheid wk(::;f‘?k) van @y 1s gegeven deor*

- ' ey < 3 1
) = 1 oals e = (2.4)
L O als Wl{ > 5

wg(wi

P

.

en dus is die van vy, nl. w, (v, ) gelijk aan

o oy_ 11/1a Loals oo o ey /2
Wk(? k4 kK (2.5)
0 als 0 o gy /2

Dus is

tm .m m.;
K _ , | a :
w(i)= yasy bowo(5)a. . VA )
l( 1 d N Wz 2)(3. iﬂz . % N Wﬁ“l( él n"’"‘l ¢
N S - | |

W13 vermen de ‘tweezijdig Laplacegetransformeerde LII wli) van
w()s _ _
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Wkoék} (2.6)

Uit (2.5) volgt

e -O
L W { )w ' - € du, = . . (:‘.?>
11 K . k% /? §ﬁk§ b K ;;:ak_

Om hieruit w{?) te vinden kan op twee wijzen geschieden, nl.
door directe inversie van de Laplacetransformatie of door w(i)
te ontwikkelen naar Hermite~functies, waarbij de ontwikkelings-
cecefficienten dan julst gemakkeliijk met de laplace-getransfor-
meerde bepaald kurnnen woerden. Hier gullen wi] alleen de eerste
methode besprelken.

n .

21in de 2 grocotheden ,.f\._.; gedefinieerd door
}*j = fj?;ﬂ +oa, /2, (2.8)
k=1 _
dan is blijkbaar %
Ly w({ )= 1 S+ epﬂ;j - (2.9,
’ kilak

waarin het plusteken dan wel het minteken gekozen dient te wor--

den naar gelang bijde bepaling van de betreffende }‘j volgens ‘

(2.8) een even dan wel een oneven aantal mintekens is gebruikt.
De inversie is eenvoudig en levert

w(;‘%i‘ )m “Wlmfw Zﬁ + [%} +}J] n*--'l, (2., l@}
" (n-1):1 Sy Ny
Kk e ‘
waarin het symboocl tussen vierkante haken gedefinieerd is door
. e no . _
gﬂn _ (xgzx; R { X als x>0 (2.11)
1 O als x< 0. '
Hlerult velgen de cumulatieve v:@rdellngsfunctle v(«i ) s
| _ g*‘jif ' , ' . -
v(g)= |w(t)at = —2— F +[4J+3\ (2.12)
-:--»m ﬁ— 8- .m,..f - -
B
en haar eerste in*tegraal u(%};): _ . - _ ,
- n+] ‘ o
wp )= j‘*m)d—g - —3 7 L[] P (2.13)

~ In deze formules mogen de a..k* s ook vervangen worder\ door ‘“uu
abselu*t@ waardvn. Bllakbaar hoeft de som over \3 slechts ul“t@b

S'trek“t 'tr,a wari@n C}V‘@r die }‘j , waarvuor geld‘t \}4— ”1\ >O
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Dit is een wijziging van het voorgaande vrasgstuk. Laat ons
niet f doch siechts F willen bepalen. In plaats hiervan kunnen
wi] slechts &G bepalens De discrepantie P

P=F - G ( 3 " 1)

is nu een gcheel getal, Gevraagd wordt de waarschijnlijkheid

:31(P) tc bepalen dat P een voorgeschreven (gehele) waarde aan-
neemt. D1t vraagstull is asnmerkeliilr ingewikkelder, hoewel

.....

eigenlijl minder geovrasgd wordt.
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- Alg )= 6= Alg - )

P = Ay +¢) (3.2)
Dus geldt

P e % - ~;;b‘ ::"'* %\g ”‘*‘g P <+ %‘ — \3' (3* 3)
Laat V(y) de verdelingsfunctie vanyzijn, dus V(¥ ) de waar-

schijnlijkheid, dat ¥ <%, zodat V(y)= 0 als ¥< = % en V(3)= 1
als T> &. Voor gegeven @ is dan

»

C _ als Y< P-1 en als ¢ P+1
2(P)= < 1 - V(P - 2 —~y) als P-1 <P < P (3 4)
V(P + & <) als'P <y < P + 1.
Dus totaal is
0(2)= Yoy w(y) 31 = v(B-3-y){ay + 13 w(w V(P+E-¢)dy =
o i\ W(Pm‘%"}'j) S{ lmV{ *"“*'5)3 di‘ + & X W ( P‘}'%m :h') V(S‘)d‘gu (3& 5)
-3 - * ‘ w2

In het belangrijke geval, dat V() voldoet aan de symme‘orlerew
1*1‘tle V{ a"’)m 1 -~ V(m"‘«“') is dus:

3 - A

1Om'V(g) te bepalen, bew1azenlw13 eerst twee hulpstélllmgwn*
HUlPStPlll L. le gegev&n.e@n.stelsel gehole getallenjgk,

L T oot o lloniban miinbivg ANDIANYY M DN

met GGD(pk)w 1. Dan heeft de v ve: g 113k1ng ELkak 1 abn
oplossing met gehele Fk* ‘ o o
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Bewijsr Zij 4 dc kleinste positieve wanrde, welkeﬂ?kak kan
aannemen. Z2ij nu Dy = ds d + Ty met gehele SE en 0 < rk%kd,

dan is ry, = p, = q, 4 een getal van de vorm Zkak, en

omdat r <d, geldt rk'm 0. Dus a< GGD(p, ), dus 4 = 1.

~Hulpstelling 2. Als de Fk‘s (k=1,2...10) alle gchele waarden van

W arc s WU AErNOT ek Wmgite s S EAgiS Wt aadver AN V.

~00tot ¢ met gelijke waarschijnlijkheid aannemen, dat doet
F, p,. dit ook, mits GGD(pk)z 1.

Bewijss Dit is bewezen, als wij hebben aangetoond, dat het
rooster in de n-dimensionale ruimte gevormd door de puﬂten
(Fl’FZ""Fn)in disjuncﬁe configuraties verdeeld kan wor-
den, zodanig, dat

2) in iedere configuratie 5 F, D, elke gehele waarde é&én-—

_ kvk
maal asanneemts
b) alle configuraties congruent zijn
c) het gehele rooster uitgeput is. _
Ferst vormen wij zulk een configuratie door een punt
(Fl, 2,...F ), waarvoor z P p =1, te vermenlgvuldlgen met
alle gehele getallen. De and ere configuraties Word en ge-=
vonden door alle +translaties welke do ocorsprong OV@PVO@TQ“
in een punt9 Waervoor ook geldt -~ ka1 = O, DanWlS aan a)

en b) voldaan. Ook aan c¢) is voldaan, omdat als 2 By P = Q

< - pa — -- -
en 2 Fl’(“*k . g 00k < (Fl{ Fk)pk \O‘ ‘
- WiJ onderstellen nu. alle a "s rationaal en herleid tot breu-

k _ .
ken met kleinst moge113ke gollgke noemer gq. 2ij dan Ay = tk/q

en GGD t, =1, dus %, = r ;ol nmet GGD Py = Lo Dan is

g =§Eqk *© m(r/Q)Zipk 1 (r/q)K *wqarln,K = 2.ka alle

gehele waarden met gelljke waarsohlgnllgkheld qanneemt als F
dlt doet, terwijl GGD(r,q)= 1. ' ; ' -
Is q oneven enn neemt F de waarden O l,.ﬁ.qwl aan, dan neemt -
¥ de waarden -3 -+ L o+ jLs,.,;% JLselk eén mqal aan, -

. 297 . 29
_terW131 y voorts perlodlek 1n,K is met perlode q.iDan 13 dms*

k

_ 1 als y>E& 0 (3.7)
“IS Q- even.enuwordt een Svmmetrlsche afrondregml voor ¥ en =3

',gebrulkt als beschreven in par%graaf 1, dam.geldt (3 7) odk._*
Maken*W13 gebru;k vanﬂhet Derlodlek voortﬂezatte polynoom  ~f
f van Bernoulll Bl(x), dan is bllgkbaar B f_.. 
' PR ""~O‘,g“'; “~alsﬂf§§*w%‘ 'fi‘k4.; :}.
2 _3ap-LB (qp) als-E<y < B (3.8)
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Het is nu slechts esen kwestie van rekenen om ((P) te vinden.
Wij kunnen het antwoord nog in verschillende vormen krijgen.
Onder gebruikmaking van de centrale differentieoperatoren S

L w{

enn & gedefinieerd door

d f(x)= £lx + )= £(x - &)
32 £(x)= £lx + 1) - 2 £{x)+ f(x-1),

en de functies v en w uit (2.12) en (2.13) en realiserende, dat

2F alle g :‘}“j = 0 (mod 1) of alle q ‘“j = % (mod 1), vinden wij

tensleottes

1Y g = 0 (med 2)
a) g A, = 0O (med 1) en n= 2m of n= 2m+l, of g~ .

J 3
en N o= 2me .

") 2 Ek > l{ : |

ﬁx(p)‘m & L WWZ}J"‘ l'i.(d )(P) (3*9}
k=0 (2k)!ig~™

b> *| ?"'j ~- %‘” (mod 1) el N = Pnm+le
_ TT’“i . B, % _ )

=0 (2k)1q=% (om+2)1q™He

! a- _
a) g A;, = 0(mod 1) en n=2m of n= 2m+l, of g '?\j = & (mod 1)

> < Boyx (B) (o) ‘ ‘
Li (P)m 5“ s *ww wr {P) (3* ll)
=0 (2k)!q '
b) q*ﬁj = % (med 1) en n= 2m+l
22 (Y R N s
i. Y B Ok M+ 2 m+2 3ol

G(p) = 32 % > 2K — " 2k ) (P) - Wmigmm u( 214 k)}

k=0 (:,k) - ' (2m+2)1qg” '

(3.12)

De numerieke waarden van optredende B,, en B,y (%) zijns
| _ o &

B2 1 B4 2 B 1 -
o ~ 12 40 720 6: ~ 30240 T
21 24 47 T 5760 67~ T 967680 T

Is minstens een van de 2, 'S 1I‘I‘a“t10ﬂml dan is q =°° an geldtb
eenvoudlg* ' ‘ _

Qe =2um.  (3an
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Ben andere vorm van het resultasat ise

1) q = 0 {(mod 2)
(%2.14)

(3,15)

Hieruit volgt Juist wvoor het andere extreme geval, nl. dat

alle a}r‘ s geheel zijn, dowez. @ = 1 1s, cen eenvoudige formu-~

Q(p) = Sv(p), (3.16)

welke trouwens ook direct is in te zien,

4., Afhankelijkheid van de breukdelen.
Tot dusverre hebben wij steeds onafhankeli jke %,. 3 baschouwd.

Van groot belang is echter het geval, dat or nevencondities aan
de ¢, 's zijn copgelegd in de vorm van linenir onafhankelljke

functionele relaties
1;3 |
i t (iwl}

Y . o= ;2 b. ﬁf& N
X:} =1 J sk Fe

waarin de )g; 's gegeven constanten zijn. De bovengenocmde methedas
falen dan en wij roepen een meer elementaire methode te hulp,

- welke wij voortaan kortwog de meetkundige zullen noemecn, hoewel
zi] zuiver analytisch doorgevoerd kan worden. Construecr een

n—dimensionale ruimte R, met coordinaten (h De grenzen ﬁ?"‘k.% = ¥

definieren ecen eenh\..:‘i_dc:kubms om de oorsprong. Als de 4, 's homo-

geen verdeeld en onafhankeliljk zlgn is de waarschijnlijkheids-

dichtheid om het punt & (9007, () € gens binnen de kubus asn
te treffen constant = 1. De vmrgu...ll*;klng (2.3) definicert ecn
hypervliask anl in R’n cn v(\y) is eenvoudig het volume ingesloten

do oY R _1 ©én de viliakken Mki - %. De }\ ; s uiv (2. 8), welke zo'n 3

belangrlgke rol speelden in de oplossing van de standaardprmw
blemen correspcmderen met de wmrden van y ; WAATrvVo oY R ecn

hoekpunt van de kubus bevat.
Is een aantal m voorwaarden (4 1) gesge ven, dan kan het pum; _
z1lch slech‘ts bewegﬁn over dc¢ blnnen de kubus geleg@n edeltle wmw

schzfa.pp 1131{@ deolrulmteﬁ o der R 1' S voc}rg;m“bmld dnor (4 1).

~ Een gegeve,n \f kan dusslach'tm worden gere&llbeerd op de aan Enwm
ende Rn 1 volguns (2..'%) gnmeunschappelmke dealrulm"be Rnwm l"‘ -
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Is overigens aan de homogene verdeling van de {y voldaan, dan
vinden wi'j v 53) als het volume van R begrensd door R, 5
en de vlnkken wk = - % gedeceld door het totale volume van
anm begrensd door de vlakk@n}$k§ﬂ 5

In vele goevallen kan op het aantal dimensies wat bezuinigd
worden door geschikte projectie, doch de technische moeilijk-
heden der berekening zijn bij meer dan drie dimensies uit de
aard der zank niet gering. De methode verschaft evenwel nzast
een nantwoord bovendien inzicht, wat van de hiervoor behandelde

methoden niet gezegd kan worden.

5. Homogene verdeling en afhankelijkheid in een tabel van een

funatMﬁ

Wij willen de hierboven geschetste methoden toepassen op
vraagstukken die rijzen bl lineaire operaties verricht op een
tafel van cen functie £ met gelijkmatig opklimmend argument

Xy = X, + kh. Twee vragen doen zich direct voors:

1) Ziin de tf}: s homegeen verdeeld tussen -3 en & ?
2) Zijn n () 's al dan niet afhankelijk?

De eerste vraag 1s in wezen die van de gelijkverdeling modulo
1 van de functie en als zodanig i.h.a. niet ‘tg&_beantwoord@m
Echter interessercen wij ons eigerlijk helemaal voor oneindige
tafels, doch bechoeven slechts te weten of de gelijkverdeling
ongeveer optresedt over ecen groot aantal functiewaarden., Voorts
tabelleert men gewoonlijk niet functies, welke practisch niet
veranderen, d.w.z. in zulke gevallen vergroot men het interval
h op passende wijze. Daarom ligt de zaak toch anders dan in de
getallenthecorie en blijkt aan de homogene verdeling meestal
zeer goed voldaan te zijn. _ '

- De tweede vraag is belangrijker. Voor de n=de dlfferentle

A f van een nwmfml continu dlfferentleerb%re recele functie
f(:{) geldt fli.f p? (0 (£) met x, <2 <€ X_ .. Als f(n} (&)
begrensd is over het gebied van de tafel kan N'f willekeurig
klein gemaakt worden en vrijwel 1.edure functietafel, welke in
de pr*a,k'tl ik gebruikt wmrdt is met zo'n klein interval g;remaak‘t

dat een bepaalde c’imfferentie verwaarloosbaar klein is. Nu is

!\‘3 q\ An f - & T = _Z (Ml)]ﬂw}{*l( o )%-. *%..) —
k-1"Vk +1
kml o _
s (5.1)
S A ‘5‘ £ (5.1}
kml KTk m—kl o
(Fﬁ“*’l = At - i;l Uk q}k) o - - - o Y « -4
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s . n
Zijn de iy. .., onafhankelijk en is xA f homogeen ver-

deceld on onafhanxelijik van 2a, O, doan 1s P e onafhankell jk
van flﬁ..~;w Is echter over het gehele grote gebied, waarover
wiij eon vitapransk wensen te doen otAVE ~ constant, dan 1s
() “fhanke 113K van R
De lnngste differentie welks breukdecl =~ constant is noemen
wi] de critische differentie. Differenties van lagere orde
necemen wij suberitisch, die van hogere ordce supercritisch. Op—
gemcrkt dient te worden, dat wanneer «A'F exact constant is
(zodat mhan+p ..... = 0 ig), slechts voor irraticnale oL AP geldt,
dat de Ty

cocificienteon en raticnnle h veldeen dus niet aan de gelijk-

's homogeen verdeeld zijn. Polynomen met rationale

verdeling van de 0, 's ¢n zullen worden uitgesloten, hoewel de
cesultaten, welke wij zullen %fluld en, wel goed kunnen zijn.
In het v Mg:; nde zullen wi]j onze tafels de volgende eisen

ocpleggens
1) De ,.'s zijn homogeen verdecld.
2) Tet zoekere n geldt. dat é"‘?@-} .« 5o ijﬁn onﬁfham{elijk zijn,
ol ‘

e
45
"3
s
e,
prid
<4
»
3
-y
D
Q
:.:
>
’;J
Fh
"y
é’
oy
®
ot
{ .
¢_1.
>y
Y
(i
Wh
oF
»
3
ct
H
6,
0D
2
ot
D
-
=
O
—

,,,,,

rany of een bepfmlde tafcl hieraan voldoet laten wij
over ann degecen die de resultaten wil toepassen.

6. De verdeline van de differenties in een tafel.

De veoorgaande overwegingen leiden al direct tot een practisch
probleem, nl. dat van de bepaling van de waarschijnlijkheid
$2(P) v=n een voorgeschreven discrepantie P

P = A A - AR (641)

Dit vraagstuk is danrom van groot belang, omdat men de dif-
ferenties AﬂF, waarvoor AL ~0 is gebruikt als controle op de
juistheid van de getabelleerde F-waarden. De extreme waarden
die P dan kan aannemen zijn + 211-*19 doch de waarschijnlijkheid
van zulke grote en zelfs beduidend kleinere waarden is 2zo gering
dat men met recht de F-waarden kan wantrouwen ook al dis P een
weinig binnen deze extreme grenzen. Men moet dus voor verschil-
lende n practische grenzen aangeven. Comrie heeft dergelijke
grenzen aangegeven gebaseerd op practische ervaring en Miller
berekende, dat deze grenzen van Comrie juist die waren, waar-
voor de verwqch‘tingswqarde van een grotere P kleiner dan 1 %
is. W:Lg zullen aantonen, dat de zask 1ngew1kkelder is en da‘b

) een dergellgke ul'hszarawk ﬂll%&n onder bepaalde veronders"bellln-wl
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gen ever o /N'f gedaan knn worden.

Is A'f supercritisch, dan zijn « on2fhankelijk en

LoD
i n+l

d¢ oplossing van het tweode standanardvrangstuk levert ons het
gezochte resultant., Als 2y fungeren de binomiaalcoefficicnten

\N=k+1l, n : -
(-1) (y_q) veor k = 1,2...n+l., Omdat de a, 's geheel zijn

kan de ecnvoudige formule (3.16) gebruikt worden.
N s L L
Is AT critisch, dan zijn Tqeee Ty ocnathankelijk maar ¢4
is er afhankelijk van. Uit (5.2) volgt dan

“? ( P) e ;% V( P 4 m&ﬁnf) y (64‘ 2)
C _ n—-x+1, n _ ,
waarbij weer a, = (-1) (kml) doch nu voor k¥ = 1,2...n, Het

resultant hangt nu af van « APE. Voor «A°Ff = 0O yinden wi ]

Miller's resultaten,

n _
Is A"f subcritisch, dan zijn ¢ ....
A ’ N Thl M=

onafhank:lijke ICEREE *T‘F}nmrml‘ De oplossing kan nu worden ge-

afhankelijk van de

vonden met de mectkundige methodc.

Op deze wijzc hebben wij (L(P) onder vele omstandigheden uit-
gerekend. Als voorbeeld van de resultaten geven wij {.(P) voor
de derde differentic op pag. 12 . Men ziet wel, dat de wnar-
schijnlijkheidsverdeling zecr sterk varieccrt met dc omst ndlgm
heden.

7« De kans op afrondi

rsfouten bij interpolatie.

EBen andere toepassing van de theorie is gelegen in de in-

terpolatie van een functie. Hierbi] wordt ecn functiewnarde fp
behorende blj een argument x_ + p(xlwxo) gevormd als een
lineair compositum van een aantal functiewaardens Zijn de
functiewanrden welke hierbij gebruikt w orden modulo 1 onaf-
hankelijk, dan kan zonder meer de foutenkans berekend worden
met de oplossing van het standaardprobleem 1l. Van meer belang
is echter het geval, dat wij het geinterpoleerde resultaat af-
ronden tot het originale aantal decimalen en dit antwoord ver—
gelijken met dat, wat verkregen zou zijn door de interpolatie
te verrichten met behulp van de niet afgeronde functiewaarden
en pas daarna af te ronden. Standaardprobleem 2 levert nu de
oplo ss:x.ng. :D‘:L'll‘bl;] komt het merkwaardige resultaat te voor-
schlgn, dat de kens om een fout van een bepa'mld aantal eenhew

den te maken een dlscantlnue functie van p is en wel zodat

voor iedere I'atlonale waarde van p een discontinuitelt thr@@dt‘
Dit effect is overlgens slechts van belang als n kleln of I *
Merg rationaal" is. Als voorbeeld ‘volgen hier de ka.nsen. |
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op een Tout +1 of -1 samen voor lineaire, drie- cn vierpunts
centrale Lagrange-interpolatic en wel is de cerste kolom de
waarschijnlijkheid 22(1)+ S ~1) gegeven voor de ecxacte waarde
van p, terwijl er naast de kans is gegeven voor ¢en p-waarde,
welke er willekeurig weinig van verschilt.

P Lineaire interpolatie Driepuntsinter- Vierpuntsintere-

polatie polatie ~
O C. 0000 Qe 2500 0.0000 0, 2500 0.0000 0.2500
O.l 0.2278 De 2259 C. 2479 0. 2479 0.23%58 0.23%58
Q.2 O 2000 D.2021 O, 2417 0.2418 Gee208  0,2208
0.3 Ue 1881 1357 Oe 2320 00,2320 02058 0.205¢
0.4 0.1667 Qe 1722 0.2190 0.2192 0.1935 0.1938
0.5 Qe 2500 0.1677 0. 20835 042049 0.1897 0.13%36

Vooral bij p =0 is het retionaliteitseffect zo groot, dat een
eenvoudlg experiment het gemakkeliik asntoont.

Ock nu kunnen wij weer het geval onderzoeken, dat de func-
tiewaarden, welke bi] de interpolatie gebruikt worden functio-
neel gecorrelecerd vun* Neg zonder veel moeite 1s dan het ge-
val van lineaire interpolatie in een tabel van een lineaire
functlie te behandelen. Het blijkt dan, dat het breukdeel P+ van
de ult de tabel geinterpoleerde g nog slechts 2 waarden kan
aannemen, (tenzij bij rationale P, waarbilj het kan voorkomen,

dat €én van beide waarden  wordt, wat dan verdeeld dient te

worden over % en -3), en nog wel met verschillendewaarschijn—

1ijkheid. Afgezien van het juist hierboven genocemde effect heeft
rationaliteit of irrationalitelit van p rmu geen invloed meer! '
Daarentegen speelt nu ecn rol of het breukdeel van de constante
eerste differentie (dus « Af) al of niet rationanal is. Ook
speelt de afgeronde waarde van de differcntie {dus AAT) nu
een belangrijke rol. De kans op discrepanties 1 of =1 varieert
ny sterk met de omstandigheden, maar als «AT irrationaal is
geldt ((1)+{:(=1)<%, waarbij hetzij (1) of {1(-1) willekeurig
dicht bij % kan komen. Is «A T rationaal, dan vervslt ook deze
begrenzlng. Uit de algemene theorie leidt men gumak}cellgk
e'x:'br'eem gunstige of ongunstlge Qmst%ndlghede:n a.f. Is bijv.
f = 40 x afgerond op eenheden getabe elleerd voo™ gehele x, dan
is iedere geinterpoleerde juist. Is daaremtegen f = 40 x + 044
‘en p = 0,01, dan is het resultaat altijd foutl '



